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Aproxime f(z) = 3 porum polinémio p(z) de grau menor ou igual a dois de forma a minimizar o erro E dado por:

E=(f(-1)—p(-1)2 + f [f(a) ~ pla)Pde + [£(1) - p(1)

& Esconder resposta

Para comecar, podemos descrever o polindmio (de grau dois) como:
a2
plz) = az® + bz +¢
Aférmula do erro que queremos minimizar é dada por:
1
-9

E=[f(-1)—p(-1)]* + [ [F(z) — p(z))*de + [f(1) — p(1)]?

o =1

E sabemos também que a funcéo f(z) é:

Tendo todos esses dados, podemos comegar a calcular o valor da férmula do erro. Primeiro, vamos verificar o valor de cada

uma das substituicdes nos extremos (z = —lex = 1):

p(1) =a(1)®? +b(l)+c=a+b+c
Agora vamos para as expressoes:
Fl-1)—p(-1))P =[-1-(a—b+e))’=[-1—a+b—c®=
= [f(-1)—p(-1)?=(1+a—-b+ec)+(a+a®>—ab+ac)+ (—b—ab+b*> —be) + (¢ +ac — be + %) =
= [f(—1) —p[—l]:? =2a+a?—2ab+2ac—2b+b2 —2bc+2c+62 +1
Passando para a préxima express&o:
FU)-p)P=[1—(a+b+c))?=1-a-b—c?=
=[f(1)-p(1)?=(1-a-b—c)+(—a+a’+ab+ac)+ (—-b+ab+ b +bc) + (—c+ac+bc+c?)=
= [f(1) —p(1)]? = —2a+a® + 2ab+2ac —2b+ b? + 2bc — 2c+ % +1
Ainda nos falta calcular a integral:

/i f(z) — plz)de = ./—11 [:r% — (az® + bz + c)]z dz =

1 E 2
[T--"! —awz—b:c—c] dax

sl
) — -1-2d.=
= [ 1@ (@) de f

-1

Vamos analisar somente a parte interna para expandir o quadrado:



Yamos analizar somente a parte interna para expandir o quadrado:

[.1:-I~ —ax* —b:r—q:']2 = (:1.'i —art — bz —:z:l} - [—u:r; +a’srt —abf—m:'r'zj - (—b:cll — abr? - Wz? —bc':r} —(—c:l + acr? + ber —

[1:5 —I:I!IE—IJI—C]- = a’z* + Qabr® — 2ax® + (B* + 2ac)z® — 2z + Bber+zi — Toxi + 2

Voltando para a integral:

1 B . . ,
f [flz) — plz)*dz = j a’z* + 2abr* — 2ax® + (B + Pac)r® — bzt + ez — 2T — Oor + P dr
1 1

Essa integral nada mais € do que uma integral de vérios termos do tipe 2", Usando 2 regra do tombe para integrais, resolvemos e ficamos com:

1 a_3 rl LIT L T B 1
—_ L a’r® | Pabr' %ari (B +%ac) 2brd g T3 Zperd l
— IFdr = —— + — — — - —_—+ o+
j  f(e) —ple)fde == T 103 3 T3 T TR Ty T
Simplificando os termos:
1 F 5 4 '" 3fpo B H : 1
. e, _ oz abr* 3axr' | (b —2ac) Gbx? s dxzi  3exd !
.[.-ﬂ‘"'}'p{z'-d"‘ i e S D Skl el T I
Substituindo os limites de integragdo:
Substituindo os limites de integragio:
a®®  ab(1)*  3a(1)¥  (1P(8 = 2ac)  6B{1)° .. 31 ae(1)f
5 T4 "5 T3 g M-l

a?(—1F  ab(—1)*  3a(—1)F  [—1)%(B® +2ac) GBH(—1)7 . 3-1)%  3e(-1)7
(5_4_5_ 3 _?_E’C(_l}_a_z_ﬂ_l})

Juntando todos os termos, ficamos com:

T s 20 2 dac 120 6 .
| — “dr = + + - + . +27
./ i _I[TJ PIT}'_ dr 5 2 3 T 5 €

Com todos os dados, podemos voltar para @ expressdo do erro:
. - Il . o . .
E=__f|—1:—_,~.~|'—'_;_-—] flz) — ple)Pde + [F(1) — pl1)]2
1

. : S 2 . . . )
E=:3::—:,'-'—:fcea'n—ﬂf!-'—i.ﬁ—.‘r—2.",\“—:3:*—.-'——1—20' 40 dac 1 b—ﬁ—2:'——[—Qa—ai—ﬁab—Qar—Qb—b:—'Ebc—'?.c—c'-—l}

3 3 i 7 i

Juntando oz termos zemelhantes:

E=(2a—2a)+ (af 4 Qg' —uf) + (~2ab~ 2ab) + (Qac— 4;‘ —Em:) + (—2.!:— 12 —Eb) + (hﬂ L —bﬂ) t..

o(=2be = 2be) = (26— 2¢) + (2 = 22 ~ ) + (1—5—1)

Simplificando:

a

[

)



igualar a zero. Vamos fazer izso:

Bara minimizar o erro, basta considerar que ele depende de a, be o (Ela, b, o)), Assim, basta derivar & expressio em relaglo 2 cada uma das varidveis e

dE _ 24a  16e

da— 5 T 3"
9E_ W M _,
ik 7 3
?TE = % —8e=10
Podemos rearranjar essas 3 eguagdes em um sistema:
24a  16ec

lg" 8e=0
A partir da segunda eguagdo, obtemos
40 | 16b = 0-3_,_15
7 3 7-16 14
Isolando c na terceira equacio:
I
3.8 3
Substituindo na primeira equagdo:
b 0a
..gﬁ 135 ) ( _?;. ] —0=u
Substituindo a = 0 na terceira equagdo:

l+8=0=c=10
Uma vez que conhecemos todos os coeficientes, basta colocar de volta na equacgdo do polindmio:

15z
14

plr) =ar® +bhr+c=plz) =
Hote gue, de fato, esse polindmio minimiza o erro. Essa verificagio € importante pois ndo sabemos se o polindmio encontrado € um ponto de maximo ou de

minimo da fungdo E.

Calculando o erro com oz valores encontrados para oz cosficientes, temos:

por exemplo, teriamos:

Como esse ponto € necessariamente um ponto de maximo ou minimeo, basta comparar seu valor com outros possiveis valores, Usandoa = 1.h= lec =1,

15z

Resposta esperada: p(z) = 15z

0 erro para o polindmio plz) = — & menor, ent3o, de fato, esse é o polindmio que minimiza o erro quadratico.
14



Mediu-se um sinal periédice de periode P nos instantes uniformemente espagadost; = th,i c |0 <1 <7, h=P/8,
obtendo-se os seguintes valores:

! [u [1 tz E3 t-l t5 tﬁ t?
s(t)| 1 -1 2 0 1 -1 3 1

4
b. Nz expansdo s(t) = E ape’™, onde j2 = 1, qual o valorde as?

k=-3
& Esconder resposta

Para esse exercicio, temos a funcdo s(t) definida pelo somatédrio:

s(t) = i apei®
k=-3
E queremos encontrar o valor de az. Vamos comecar expandindo a série:
sit)=a 26030 L g aeil-2t L g il 4 gped0t o gy el & ggedl®lt o gaeil®lt 1 gyedldt
Rearranjando os termos:

s(t) =do+ @t + @ e~ Al L a oe Ut 4 azelt £ @ oge Y L gyt

Vamaos transformar as exponenciais em senos e cossenos através da férmula de Euler, que é:
el = cos(uz) < jsin(uz),j c T
Lembrando que:
cos| ) = cos(z) esin{ - z) = — sin(x)
Assim:

s(t) = dg + @, (cos(t) + jsin(t)) + @, (cos(t) — jsin(t)) + @a (cos(2t) + jsin(2t)) + @ 2 (cos(2f) — jsin(2t)) + ...

Agora, note que encontramos uma expressEo que representa o sinal s(t). No item a, J4 haviames encontrado uma expressio
para isso, dada pela fungio g(x), obtida pela anélise harmanica:

glz) =ag+ a;cosx + by cosx + ag cos 2z + basin 2z + a3 cos 3z + bysindz + ...
Colocando as expressdes em um sistema (pois vale a igualdade entre elas):

§(t) = @o + dy (cos(t) + jsin(t)) — a1 (cos(t) — jsin(t)) — @2 (cos(2t) + jsin(2t)) + @ o (cos(2f) — 7sin(2¢)) +...
glzr) =ap + a, cosx + by cosz +ascos 2z + bosin 2z + ...

Como as fungdes s e g s3o equivalentes, as varidveis r e f s30 andlogas, entdo vamos chamar ambas de z (para facilitar a
comparagao):



s(z) = dg + a (cos(z) + jsin(z)) +a (cos(z) jsin[ }] + g (cos(2x) + jsin(2x)) + @_g (cos(2z) — jsin(2z)) +
glx) = ag + a; cosx + by cosx + agcos 2x + besin 2z +

Como queremos descobrir o valor de @2, podemos procurar uma relagdo entre as expressdes, Note que temos cos 2o e sin 2

em ambas, e, por isso, vale as seguintes igualdades:
dacos 2z + @_gcos 2x = agcos 2z (1)
dgjsinlr — @ sjsin 2z = besin 2z (1)
Daequacdo (I, para quando o cosseno nie for nulo, vale que:
ds — @ 9 =das [I.H}
Edaequacio (IT), para quando o seno for diferente de zero:

dpj — @ 2f = ba

. 1 .
Dividindo todos os termos por j (e lembrando que } = -]

Finalmente, somandeo as equacdes (111 e (I'V), obtemos:

Precisamos apenas calcular as e bo para descobrir o valor de @2. Ambos s3o coeficientes da analise harménica discreta,

portanto, vale gque:

aN 1 N p
L (a5) cos (ki) ebe = 5 Y- fla)sin (kx1)

j=1 =1

No caso, k = 2 e, como visto no item a, N = 4, entdo:

8
é‘ (zj)cos (_ ) eby = ILﬂx? sm(%_y)

.p.|._.

Vamos comegar calculando as:




E, agora, podemos calcular ba:

by =

B
> flay)sin (54) =
=1

]

=y (sin (3) = Cvsin () + @sin (7 ) = @sin (T ) +sin () + -psin (7 )+ @sin (7 ) +

by = 2 (1) (1) 4+ (1) (0) = @) (1) = (0)- (0)+ (1) - (1) + (-1)-(0) + (3) (- 1) + (1) (0) = 0,75

e |

Retomando a equagdo que determina @s, chegamos em:

0,75 (-0,75)j
dg = 72
g ""“;E" 2~ 0,375 < 0,3755

Resposta esperadat a; = 0,375 + 0,3755






Avelocidade de um jato varia com o tempo de acordo com a seguinte expressdo:

my

) = ul -

v(t) un(mu qt) gt

ondeu =2 10° m/s,myg =14 100 kg g=21-10% kg/seg=9.8m/s .

Determine a velocidade média do jato no intervalo 0 a 4 s com erro menor que 0,05 m /s, usando o método dos trapézios.

(b a)h?

Dado: |E;| < max |f"(z) B

& Esconder resposta

0 enunciado nos dé a férmula da velocidade do jato e nos pede a velocidade média num intervalo de 0 a 4 5. Avelocidade
média (v, | € dada pela integral:

v, = %f o(t) dt

Entdo o gue precisamos fazer € resolver essa integral numericamente pelo método dos trapézios.

A primeira etapa & calcular o passe (h), 2 isso deve ser feito de forma que o erro seja menor ou igual ao valor dado no
enunciado.

0 erro dada para a velocidade & (0, 05, mas como nossa integral & dividida por 4, 0 erro maximo é 4 vezes maior que o erro da
velocidade, assim:

ETTO 0,2

Utilizando a formula do erro do método dos trapézios:

o b a)h? :

Ei| < max [p"(t)|—5— < 0.2

BT

Substituindo os valores que temos:
wpay (4= 0)R2 o h
max v (T) {—’l' <

< 0,2 = max [v"(¢) T < 0,2

12

Precisamos descobrir o valorde max v"(t]|, ou seja, o maier valor assumido pelo médulo da segunda derivada no intervalo
em guestio.

Vamos calcular as derivadas da fungo v(t) = uln (mﬂ—mqt) gt. A primeira derivada vai ser (utilizamos a regra da
0

cadeia e regra do quociente}:

Derivando novamente:



(my — qt)?
2
] _ u-q
== (g - gty
Substituindo o valor das constantes:
(t) = 2.10°. (21-10%)° () = 882 107
T a0t erae)? To(14-10% - 21-10%)°

Para obtermos o valor maximo da segunda derivada, o denominador precisa ser o menor possivel; como t estd sendo
subtraido, ele deve ser o maior possivel dentro do intervale [0;4). Logo:

max |v" ()] = v"(d) = 882-10° 4 50008
- (14104 21.102(4))°

Valtanda para a inequacdo do erro, temas:
2
0, 50028 - % <0,2=
= h < 1,0854

Como o nimero de passos precisa ser inteiro, teremos h = 1.

Montande o método dos trapézios e adotando h = 1:
: 1 , . , .
f o(t) dt = A= 5 [o(0) +2(o(1) +0(2) +v(3)) + v(d)]
0
Agora o problema esta simples, basta calcularv(t) parat = 1.2, 3 e 4:

) _ my =
1-[[|_‘_|—u]n(—ml:j g-[]) g-0=0

v(l)=uln ( o
' mg —q-1

b(2) = uln (ﬁ) g-2=41,31841
my

-3 = 62,68788

ma
(3] =uln
my —q-3

mp

v(d)=v(tf)=uln (m) g-4 =584, 55081

Calculando a area:
A= % [0+ 2(20,42726 — 41, 31841 + 62, 68788) + 84, 55081]

A =166, 70896

Tendo o valor da drea, basta dividir por 4 para encontrar a velocidade. Assim:

Um = % cA=41,67T24d m/s

Resposta esperada: v,, = 41,67724m /s



0 métode de Runge-Kutta de quarta ordem, para a solucdo aproximada de uma equacdo diferencial
z'(t) = f(t.z(t)), z(fa) = zo
E dado por;

Tin = T; + % (k1 + 2ka + 2k + k4)
Onde r; aproxima a solugdo noinstante t; =ty + hi, &
by = fltiz);
ko = f(t; +0,5h, z; + 0,5hk; );
ks = ft; +0,5h, z; + 0,50k );

ks = f(t +h,z; + hks)

Determine qual a aproximacdo que se obtém para o valor de z(1) a0 se utilizar este método para resolver 2'(f) = z(f),
z(0) = 1comum espagamento i = Sscomn qualguer. Avalie numericamente qual o valorobtido comn =1,n =2

n = 4 e compare com o valor da solugde exata da equacdo diferencial.

& Esconder resposta

Vamos comecar encontrando a solugdo exata da equaco. Nossa equacio é dada por:

r'(t) = x(t)

Passando os termos para o lado esquerdo, ficamos com:
Como essa equacido possui coeficientes constantes, assumimos que a solugdo é do tipo:
r(t) = e

Aderivada sera:

Assim, a3 EDO pode ser reescrita como sua equan;io caracteristica:

et —ef=0=s-1=10
Com isso, conseguimos descobrir que:

Para descobrir a solugdo exata, basta substituirt = 1:

z(l) = e! = 2, T18282



Agora vamos buscar os resultados numéricos através do método de Runge-Kutta. Sabemaos, do enunciado quety = 0e

Ip = 1.
Vamaos comegar assumindon = 1. Nesse caso, vale que:

=h=1

h =

=] =

1
n
Tendo h, basta aplicar:

Tl =@+ %{kl + 2ko + 2k; + R4)

Além disso, vale tambémque z;., = z; +1- M.
Vamos encontrar os pardmetros k:
k= fltgizg) =20 =1
ks = fity +0:5h, 2y + 0,5hk; ) = 2y + 0.5hk; =1+0,5-1-1=1.5
ky = f(t; +0,5h: 25 + 0,5hks) = 2y - 0,5hk; =14+0,5-1-1.5=1,75
ky=flt; +hizg+ hks) =zg+hky =1+1-1,75=2.73

Basta aplicar todos os k na férmula:

2y = 2(1) = 2 + % (ky + 2ky + 2y + k)

(=1

zi=2(1) =1+5(1+2-1,5+2-1,75 + 2,75) ~ 2, 708333

Encontramos o resultado numérico paran = 1.
Vamos agora encontrar o resultado para quando n = 2. Dessa vez, vale que:

=h=05

=1

h = l =
n
Mais uma vez, temaos que:
h
Tin =&+ E (k1 + 2ks + 2k3 + K4)

Além disso, vale também que: x;. = & —1- h.

Agora, como i = 0, 5, precisaremaos realizar o processo duas vezes. Vamos encontrar os pardmetros k, lembrando que

z'(t) = ftz(E)) = z(t):
kr = flto,ap) =xp =2(0) =1
ka = f (to + 0.5h. 29 + 0,5k ) = zg + 0,58k, =1+4+0.5-0,5-1=1.25

ky = f(to + 0,5k, x0 + 0,5hk2) = 29 + 0,5hks =1 +0,5-0,5-1,25 = 1,3125



ky = flto+hyoo + hks) =zo+ hky =1+0,5-1,3125 = 1, 656235

Aplicando todos os k na formula:

1

0,
21 =2(0,5) = 20 + = (ky + 2k + 2ks + k)

0,5

r(0.5) =1+ 6 (1+2-1,25+2.1,3125+ 1,65625) = 1, 6484375

Agora, tendo o = 1, 6484375, precisamos realizar o processo novamente:
ki =f(t,z) =z = 1,6484375
ks = f{t1 = 0,5h,z1 + 0,5hk;) = 1,6484375 + 0,5.0,5 - 1, 6484375 = 2, 060546875
ks = f(ty +0,5h, 271 + 0,5hks) = 1,6484375 + 0,5 0,5 2, 060546875 = 2, 163574210
by = f(th + hyx + hks) = 1,6484375 — 0,5 - 2, 163574219 = 2, 730224610

Aplicando todos oz k na férmula novaments:

0,5

o=zl =z + S (k1 + 2k2 + 2k5 + ky)

0,5

x(l) = 1,648437474 + 6 (1,6484375 + 2 -2, 060546875 + 2. 2, 163574219 + 2, 730224610)
z(l) =2,7173475
Com iss0, descobrimos o valor de z(1) para quando n = 2,

Resta apenas encontrar #{1) para quando n = 4. Neste case, b = 0,25 2 teremos 4 iteragdes. Podemos montar uma tabela,
utilizando:

h k1 + 2k + 2k5 + k4)

Tiel =T+ g { ,
Fazendo isso, ficamos com:

i x; key k> ks ks Xit1

0 1 1 1,125 1,140625 1,285156 |1,284016927
1] 1,284017 1,284017 1,444519 1,464582 1,650162 |1,648699469
2| 1,648699 1,648699 1,854787 1,880548 2,118836 |2,116958026
3| 2116958 2,116958 2,381578 2414655 2720622 |2,718209939
4| 271821

Com isso, temos que z(1) = 2, 71821 paran = 4.

Para finalizar, vamos montar uma tabela com todas as nossas respostas e verificar os erros (dados pela diferenca entre o
valor numérico calculado e o valor real, em médulo):

n x(1) |Errol|
Solucdo exata| 2,718282 0
n=1 2,708333| 9,948-107%
n=12 2,717346| 9,356 - 1074
n=4 2,718210| 7,190 - 10~%




